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 چکیده

برای مکانی چبیشف ، روش شبکه بولتزمن طیفی همدر تحقیق حاضر

-در دستگاه مختصات منحنی یبعدپایین دوسرعت یهاانیجرمحاسبه 

نظر معادله شبکه بولتزمن در .شودیمارزیابی  و افتهی توسعه الخط

سازی برای گسسته D2Q9فشار بوده و از شبکه متغیر بنای مبر شدهگرفته

 یهاروشخلاف اغلب بر .شده استمیکروسکوپیک استفاده  یهاسرعت

 ینگم نیاز به فیلترعد ه دلیل خاصیت فراگیری حل،بعددی، روش طیفی 

امکان  تواندیم ،حل همچنین همگرایی نماییو  عددیعبارت میرایی و 

در مشتقات مکانی در این راستا،  دقیق را فراهم سازد. یهاحلدستیابی به 

مکانی چبیشف لتزمن با استفاده از روش طیفی هممعادله شبکه بو

با  بولتزمن شبکه زمانی در معادله یریگانتگرال .سازی شده استگسسته

تا حلگری  ردیپذیمانجام کوتا مرتبه چهار -اده از روش صریح رانگاستف

ادن صحت و دقت رای نشان ددر مسائل ناپایا فراهم شود. ب و پایدار دقیق

همراه با نگاشت، جریان کوئت  یاصفحه کوئت یپایاحل حاضر، جریان نا

ر یک مجرا با انبساط پایا و ناپایا و همچنین جریان پایا د یااستوانه

روش دست آمده حاکی از آن است که هب جینتا .حل شده استتدریجی 

 الخطمنحنی مختصات در دستگاه مکانی چبیشفشبکه بولتزمن طیفی هم

نظر گرفته پایین درسرعت یهاانیجردر  دقیقبه عنوان حلگری  تواندیم

معادله شبکه های عددی اعمال شده به شود و برای ارزیابی سایر روش

 بولتزمن مورد استفاده قرار گیرد.

 شف،یمکانی چبروش طیفی هم معادله شبکه بولتزمن، کلیدی: یهاواژه
 پایینسرعت یهاانیجر ،الخطمنحنی مختصات دستگاه

 

 مقدمه

( با موفقیت برای مطالعه LBMروش شبکه بولتزمن ) ،در دو دهه اخیر

دینامیک جریان به عنوان تکنیک سازی مسائل های فیزیکی و شبیهپدیده

سوم استوکس مر-برای حلگرهای ناویر یمحاسباتی جایگزین قدرتمند

 شبکه بولتزمنمحاسباتی، معادله  نظرنقطهاز  .شده استتوسعه داده 

(LBE) تواند به صورت محلی حل گردد، و به طور باشد که میهذلولی می

نویسی و دگی برنامهسااعمال گردد.  کارآمد روی کامپیوترهای موازی

پدیده  نهای میکروسکوپیک برای مدل کردارتباط نمودنسهولت لحاظ 

 (برخورد و انتشار) استاندارد LBMباشد. می LBMفیزیکی مزایای دیگر 

های فشار بزرگ به دلیل برای حل دقیق مسائل کاربردی با گرادیان

-ای تراکمباشد که به عنوان خطنمیتغییرات شدید چگالی سیال مناسب 

برای حذف یا کاهش خطای  هایی زیادیشود. تلاشپذیری شناخته می

ناپذیر انجام شده های تراکمسازی جریانبرای شبیه LBMپذیری در  تراکم

مبنای های برکرد: روشرا به دو دسته مجزا تقسیم  هاآن توانیمکه 

 (کندیمیر تغیمعادله حالت بین فشار و چگالی  رابطهدر این روش ) چگالی

مزایا و ها دارای . هر دوی این روش[3،4] مبنای فشارهای برو روش [2،1]

-دفازی یا چنهای چندای چگالی برای جریاننمبباشند. روش برمعایبی می

مبنای فشار به صورت مستقیم متغیر های برباشد و روشجزیی مناسب می

طریق بسط  ناپذیر ازاستوکس تراکم-کند و معادله ناویرشار را حل میف

  آید.دست میهب انسکوگ-چپمن

استاندارد با وجود مزایای بسیاری که دارد، دارای  LBMروش 

یکنواخت  یهاشبکهآن به  بودن به محدود توانیمکه  باشدیممعایبی نیز 

و کاهش  بالا ینولدزهایردر  ناپایداری دقت مرتبه دو، ،الفاصلهمتساوی 

 اشاره کرد.های دارای مرز منحنی هسازی هندسدقت در مدل

 LBEحل مستقیم  ،استاندارد LBMغلبه بر معایب  یهاراهیکی از 

های هایی برای استفاده روشدر دهه اخیر تلاش ،در همین راستا. باشدیم

  LBE( برای حل CFDعددی مرسوم در دینامیک سیالات محاسباتی )

، المان [6] (FVمحدود )، حجم [5] (FDشده است. تفاضل محدود )انجام 

 [8] (SEDGطیفی )-و اخیراً گالرکین ناپیوسته المان [7] (FEمحدود )

 اند.استفاده شده LBMهای هستند که برای بهبود دقت و کارایی روش

 مکانی چبیشفروش شبکه بولتزمن طیفی هم ،ق حاضردر تحقی

(Chebyshev Collocation Spectral Lattice Boltzmann Method 

در  پایینسرعت بعدیدو یهاانیجر یسازهیشببرای  (CCSLBM یا

-توسعه داده شده است. روش طیفی هم الخطمنحنی مختصات دستگاه

کوتا -سازی مشتقات مکانی و روش رانگمکانی چبیشف برای گسسته

چند زمانی استفاده شده است.  یریگانتگرالمرتبه چهار صریح برای 

ی بررس شدهدادهی ارزیابی دقت و کارایی روش توسعه پایا و ناپایا برا مسئله

حل  همراه با نگاشت، یاصفحه جریان کوئت یکه شامل حل ناپایا اندشده

 مجرا با انبساط تدریجی لهئپایا برای مسحل و  یااستوانهپایا و ناپایا کوئت 

مقایسه  در دسترس ر نتایج عددی و تحلیلیگبا دی هاآنو نتایج  باشدیم

 است. شده 

 

 معادلات حاکم

با تخمین با یک زمان آرامش و  f حاکم بر تابع توزیع ذره بولتزمنمعادله 

BGK  [9] شودیمبه صورت زیر بیان: 
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باشد. یک مدل شبکه مربعی دوبعدی با نه جهت سرعت تعادلی می

(D2Q9برای گسسته ) در پیکربندی شبکه )لتیس(  (1)سازی معادله

با تابع توزیع  LBیک میدان حل  برای معادله  ،1شکل شود. استفاده می
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

-با گسسته دهد.را نشان می 

 :دیآیمدست هسازی فوق، معادله شبکه بولتزمن به صورت زیر ب
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دهد. در مدل بولتزمن جهت سرعت ذره را نشان می که زیرنویس 

 :شده است داده زیرهای میکروسکوپیک به صورت ، سرعتD2Q9گسسته 
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c/ که x t   ترین ها بین گره لتیس و نزدیکسرعت انتشار ذره

یس و اندازه گام زمانی واحد طول لت t و x همسایه هستند و

های سیال  که توسط باشد. سرعت انتشار مربوط به سرعت حرارتی ذرهمی

 پارامتر سیال
f

T،  ثابت بولتزمن
B

k هایو جرم ذره m  زیرتوسط رابطه 

 شود:مشخص می
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با مقدار ثابت است. برای مدل  LBای از مدل مشخصه  در اینجا،

D2Q9  مقدار  1برابر / 3  شود.قرار داده می 

eq تابع توزیع تعادلی
f له ناویرشود که معادی انتخاب میابه گونه-

انسکوگ ارضا کند. -نناپذیر را از طریق فرآیند بسط چپماستوکس تراکم

زیر   ، تابع توزیع تعادلی به صورتفشارمبنای معادله شبکه بولتزمن بردر 

 شود:داده می
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) که , )u u v بردار سرعت و ضریب وزنی w


به  D2Q9برای مدل  

 :شودیمزیر تعریف صورت 
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-هب زیرهای ز معادلها u سرعت ماکروسکوپیک و p فشار ماکروسکوپیک

 :آیددست می
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ρ ناپذیر تراکم . معادلاتالی ثابت سیال استچگ

از طریق فرآیند بسط  LBناپذیر مدل توانند از فرم تراکماستوکس می-ناویر

 :[11د ]نانسکوک استخراج گرد-چپمن
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 که
0

P /p   شده وهنجاربهفشار   لزجتمقدار فیزیکی 

تفاضل محدود  LBرای مدل ب  باشد. زمان آرامشسینماتیکی سیال می

 شود:تعریف می زیراز رابطه 
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cc   سرعت صوت مدلLB باشدمی. 

 

 الخطمنحنی مختصات نگاشت به دستگاه

مختصات  به دستگاه شدهدادهارائه معادلات حاکم انتقال  ،هدف این بخش

با استفاده  (2معادله حاکم ) ،. برای این منظورباشدیمالخط منحنی عمومی

) از دستگاه فیزیکی از رابطه ژاکوبین تبدیل زیر , )x y  به دستگاه

)محاسباتی  , )   ابدییمانتقال: 
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 :ندینمایممعادلات زیر را ارضا در رابطه فوق  هاکیمترو 
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 یهامشتقانتقال 
x

f  و
y

f  ،با استفاده از  تواندیمبه فضای محاسباتی

 صورت پذیرد: یارهیزنجقاعده 
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 :توان نوشتمی( 14) روابط کارگیریهکه با ب
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له شبکه بولتزمن در عاد(، م2) معادله ( در15) روابطحال با قرار دادن 

 :دیآیمدست هالخط بمنحنی عمومی مختصات دستگاه
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 که:
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 سازیفرآیند گسسته

نقاط  [،-1,1] یاب در بازه، نقاط درونمکانی طیفیدر روش چبیشف هم

 لوباتو-گوئس-چبیشف مکانیهم /
j

j Ncos   رای ب

0, , Nj    مرتبه ماکزیممکه n های چبیشفایچندجمله 

   arccos
n

T cos n  به منظور  حال شود.هستند تعریف می

 تابع هایمشتق انجام u  مکانیدر نقاط هم 
j

 زیرتوان از رابطه می 

 [:11] استفاده نمود
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) که )r
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D ،مرتبهگیر های ماتریس مشتقدرایه r  .یهاهیدراهستند 

دست هب زیر یهارابطه توسط تواندیم گیر مرتبه اول و دومماتریس مشتق

  :[12] یشنهاد شده استپ ورنرد که توسط اشنایدر و آی
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 که در این رابطه:
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سبب جلوگیری از رشد خطای گرد  رگیاین ماتریس مشتقاستفاده از 

 .شودمیریز استفاده  هایکه در آن از شبکه شودیمن در مسائلی کرد

لازم است  تنها  ، سازی در جهتبعدی برای گسستهدر حالت دو

 ضرب کرده و برای uهای گیر را در ستونکه سطرهای ماتریس مشتق

های نیز بایستی ستون سازی در جهت گسسته 
T

y

D  ترانهاده(

yماتریس
D) در سطرهای  راu ضرب نمود. 

 (16) معادله مانی از معادله شبکه بولتزمن،ز یریگانتگرالحال برای 

 :شودیمبه صورت زیر بازنویسی 
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ای پیشروی مرحلهکوتا چهار-ا استفاده از روش رانگب tحل در زمان  سپس

 :به صورت زیر بیان نمود توانیماین روش را کند. می

(23) 
0 t

f f
 
 

 0 1
,     1, 2,3, 4

k k

k
f f tR f k
  




   

)که پارامتر  1, 2,3, 4)
k

k ، ً1دارای مقادیر  متناظرا / 4 ،1 / 3 ،

1 / کوتا مرتبه چهار برای -گیری رانگباشند. روش انتگرالمی 1و  2

 .دباشیمهای ناپایا مناسب قیق جریانمحاسبه د

 

 شرایط مرزی

مکانی چبیشف نیازمند شرایط مرزی طیفی هم ش شبکه بولتزمنرو

باشد. مناسب برای هر دو متغیرهای ماکروسکوپیک و میکروسکوپیک می

f، تابع توزیع LBدر معادله 


شود به صورت مستقیم در مرزها داده نمی 

مبنای متغیرهای ماکروسکوپیک برها خاصی برای مقادیر آن روشو باید 

 برای این کار بایستی ابتدا مقادیر ماکروسکوپی روی هر مرز استفاده شود.

استوکس به صورت دقیق در مرزها -با استفاده از حل معادلات ناویر

روزرسانی مقادیر ماکروسکوپیک در مرزها، تابع . بعد از بهشوند یابیبرون

eqتوزیع تعادلی 
f شود. حال برای روز میبه( 5) با استفاده از رابطه

fمحاسبه تابع توزیع 


توان معادله ، میروی مرز در گام زمانی جدید 

اعمال  و گیریکارهب ،را به وسیله الگوریتمی مشابه برای نقاط داخلی (22)

 نمود.

 

 و بحث نتایج

آمده از حل مسائل مختلف با دستو بررسی نتایج به در این بخش به ارائه

مکانی چبیشف پرداخته خواهد استفاده از روش شبکه بولتزمن طیفی هم

ای و ای، جریان کوئت استوانههای جریان کوئت صفحهمسئله ،شد. در ادامه

ها ارائه حل آن زجریان در مجرا با انبساط تدریجی معرفی و نتایج حاصل ا

 ود.شبحث میو 

 

 ایجریان کوئت صفحه

و کارایی رهیافت عددی جریان کوئت بین دو صفحه برای نشان دادن دقت 

ی بالایی در راستای شده است. جریان از طریق حرکت صفحهاخیر بررسی 

x  ( با سرعت ثابت
0

const,  0u u v   )شود. حل می برقرار

دست به زیرای از رابطه دقیق پروفیل سرعت برای جریان کوئت صفحه

 [:14] آیدمی

(25) 
     

2

2

0 1

( )
2 1

sin

n

n

u y n y n t

u H H H

exp
n

  










   

0tکه در    شرایط اولیه و درt    یا به عبارت دیگر در
2

νt / H  های محاسباتی واهد بود. محاسبات برای شبکهحل پایا خ

مختلف و در رینولدز 
0

Re u H / 10  دقت  برای مشخص کردن

برای تولید شبکه در جهت  شده است.حل نسبت به حل تحلیلی انجام 

 :شودیماز رابطه زیر استفاده  هاوارهیدعمود بر 

(26)  1
1 1

tan tan
2

y









 
  

 

که  1,1    باشد و پارامترمی α / 2 را کنترل  کشش شبکه

توزیع نقاط  ،xتوجه شود که توزیع نقاط در راستای  [.31]کند می

1Hها برابر عرض بین صفحه. دنباشیملوباتو استاندارد -گوئس  

برای حل این مسئله و شدهانتخاب
0

0.0025u   .قرار داده شده است

 قرار دادن این مقدار کوچک
0

u 0.577 نسبت به سرعت صوت
s

c  

ف کشش مختل یباسازد. توزیع نقاط برای ضرمکان حل دقیق را فراهم میا

. همان طور که در شکل نیز مودمشاهده ن 2توان در شکل را می شبکه

ضریب  مقدار شود و مطابق آنچه که قبلاً گفته شد با افزایشدیده می

/و نزدیک کردن آن به مقدار  کشش شبکه 2، تجمع نقاط در نزدیکی 

y H و چنانچه به مقدار صفر نزدیک شود توزیع نقاط  شودتر میبیش

آمده دستهپروفیل سرعت ب 4در شکل  .شودیملوباتو نزدیک -به گوئس

شود که نتایج با مشاهده می وآورده شده  2/1 کشش شبکهبرای ضریب 

دارند. این نتایج برای  کامل حل دقیق مطابق
2

0.01,  0.04,  0.1,  0.2,  0.5νt/H  شده است. نمایش داده 

 

 ایجریان کوئت استوانه

 هایبا شعاع دو استوانهجریان بین نظر گرفته شده، مسئله بعدی در
1

r و 

2
r (

2 1
r r) زمان (. در این مسئله، دریااستوانهباشد )جریان کوئت می 

0t  خارجی با سرعت ناگهانی استوانهباشد. سیال ساکن می 
0

u  در



 

0t  زمان  کند. اگرچه سرعت مماسی در جهتشروع به حرکت می  

 های سرعت کارتزینولی مؤلفه استیکنواخت  ,
x y

u u و تابع توزیع 

i
f در جهت  باشد. به منظور اعمال دقیق شرایط مرزی، یکنواخت نمی

/ξ و بنابراین شدهاعمال تناوبی شرایط مرزی  ، در جهت
i

f   به

 شعاعی و( ) یاهیزاو شود. در هر دو جهتمحاسبه می تناوبیصورت 

() لوباتو استفاده شده است. پارامترهای -گوئس-ط چبیشفاز توزیع نقا

 سازی جریان،فیزیکی مورد استفاده برای شبیه
1

4r ، 
2

8r ، 

0
0.01u  و  

2 1
/ 10Re U r r    دشدهیتولشبکه  باشد.می 

همانطور که مشاهده  نمود. مشاهده 3در شکل  توانیمبرای این هندسه را 

توزیع نقاط در  ،لوباتو-به دلیل استفاده از توزیع نقاط گوئس شودیم

 سرعت است. تجمع بیشتری دارای تناوبیو خط  هاوارهیدنزدیکی 

0
0.01u    در مقایسه با سرعت صوتاست که 

s
C باشد. کوچک می

20 برای
x y

N N    ای را جریان کوئت استوانه یتوان حل ناپایامی

2بعد مختلفبی یهازماندر 

t / H  مشاهده نمود. همان طور  5شکل در

 استوکس-معادله ناویر نتایج حل شود تطابق خوبی بینکه مشاهده می

 .وجود دارد CCSLBMروش  نتابج حاضر به و [13]

ای برای حل دقیق ای پایا، رابطه سادهبرای جریان کوئت استوانه

 وجود دارد: معادله زیرای مطابق سرعت زاویه

(27) 

1

2 1 1

0 1 2 1

u r r rr

u r r r r





   
     
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 6شکل مکانی در توان در نقاط همحالت پایا را میای نمودار سرعت زاویه

تحلیلی تطابق  یشود که این حل نیز با حل پایا. مشاهده مینمودمشاهده 

 7ل همچنین بردارهای سرعت نیز برای این حالت پایا در شکخوبی دارد. 

 نشان داده شده است.

 

 جریان مجرا با انبساط تدریجی

مسئله جریان آرام در یک مجرا با انبساط تدریجی در پنجمین گردهمایی 

IAHR [15] هندسه و  نظر گرفته شده کهبه عنوان یک مورد آزمایش در

دیواره  ،شده است. در این مسئلهارائه  8شکل شرایط مرزی این مسئله در 

 پایینی مجرا 
1

y x وابسته به عدد رینولدز دارای فرمی به شکل زیر ،

 باشد:می

(28) 

    
1

1 ;y x f x   

 
    tanh 2 tanh 2 30 /

2

x Re
f x

 
 

0 که / 3
out

x x Re   0 که. توجه شود باشدیمy   صفحه

0x شرط مرزی ورودی در. باشدتقارن هندسه می   به صورت

 ی سرعت کارتزین داده شده است:هامؤلفهیی از هاعبارت

(29)  2

0

3
1 ;      0

2
u u y v   

همچنین در  .شرط مرزی عدم لغزش برای دیواره فرض و اعمال شده است

0 طایخروجی مجرا نیز شر , ./ /u x x p constv        

و در جایی که عدد رینولدز  111محاسبات در رینولدز  شده است. استفاده

 :[16] شودیمبه صورت زیر تعریف 

(41) 
    

0
, , 0 / 2

x y x
u y N N y N

Re



 

. در واقع طول مرجع در اینجا نصف طول مقطع خروجی ردیپذیمانجام 

صه در اینجا از سرعت مشخ باشد.مجرا می
0

0.1u   و همچنین شبکه

41 20 ل مشاهده قاب 9در شکل  ایجاد شده استفاده شده که این شبکه

نشان داده شده که از  11است. خطوط جریان برای این مسئله در شکل 

ره بالایی و پایینی اشا یهاوارهیدبه وجود دو گردابه در  توانیمنکات آن 

 11شکل در طول دیواره در  (Vorticityتاوایی )نتایج برای توزیع نمود. 

بین حل  تطابق خوبی شودیمهمانطور که مشاهده  و است آورده شده

گر این حقیقت است که عددی دارد. این موضوع بیان با سایر نتایج حاضر

ی هاهندسهبه  تواندیم مکانی چبیشفطیفی هم روش شبکه بولتزمن

های آمده با حلگردستاعمال شود و نتایج به یتبا موفق نیز پیچیده نسبتاً

 د.نخوانی خوبی داراستوکس هم-ناویر

 

 گیرینتیجه

در  مکانی چبیشفزمن طیفی همروش شبکه بولت ،در تحقیق حاضر

 یهاانیجرو برای حل  افتهی توسعه الخطدستگاه مختصات منحنی

شده است. برای این منظور، مشتقات کار گرفته بهمختلف  یناپایا/پایا

مکانی مکانی در معادله شبکه بولتزمن با استفاده از روش طیفی هم

مانی نیز با استفاده از روش زی ریگانتگرالسازی شده و چبیشف گسسته

جهت تا حلگری دقیق و پایدار شده کوتا مرتبه چهار انجام -صریح رانگ

و  م نیاز به هر نوع فیلترینگعدفراهم شود. پایین تحلیل جریان سرعت

 باشدیمکار حاضر  اصلی یژگیوبرای پایداری حل از  عبارات میرایی عددی

آمده دسته. نتایج بسازدیمرا فراهم  دقیق جریان یسازهیشبکه امکان 

حاکی از آن است که این روش برای شده سازیبرای مسائل مختلف شبیه

 تواندیمو دقیق بوده و  آن بسیار کارپاییسرعت یهاانیجرتحلیل و بررسی 

ناپذیر مرتبه بالا استوکس تراکم-برای حلگرهای ناویرجایگزین مناسبی 

تواند مبنایی برای همچنین، نتایج حاصل از الگوریتم حل حاضر می باشد.

شده به معادله شبکه بولتزمن ارزیابی نتایج سایر روشهای عددی اعمال

 باشد.

 

 

 

 

 

 
 های میکروسکوپیک.و سرعت D2Q9شبکه   1شکل 

 

 

 



 

 
 )الف(

 
 (ب)

 
 )ج(

22 برای جادشدهیا هایتوزیع نقاط شبکه  2شکل 
y

N   به ترتیب از

0.7 با ضرایب انبساط پایینبه  بالا ، 1.2   1.5و . 
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، Re=10با  ایصفحه برای جریان کوئت uمقایسه پروفیل سرعت  3شکل 

0
0.0025u  9و 23 گوباتو.-در نقاط گوئس 
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ای در برای جریان کوئت استوانه شدهایجادشبکه  4شکل 

20
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ای ناپایا در پروفیل سرعت جریان کوئت استوانه مقایسه توزیع  5شکل 

20های متفاوت برای زمان
x y

N N . 
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 ای پایابرای جریان کوئت استوانه ایتوزیع سرعت زاویهمقایسه   6شکل 

20در راستای شعاعی برای 
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 .ایکوئت استوانه یبردارهای سرعت برای جریان پایا 7شکل 
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X
out

=Re/3

u=0 v=0

u=0 v=0

y
1
=[1+f(x)]

y
2
=[1+f(x)]

u=3u
0
(1-y

2
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 .هندسه و شرایط مرزی در مسئله مجرا با انبساط تدریجی  8شکل 

 

 
برای  برای مسئله مجرا با انبساط تدریجی شدهایجادشبکه  9شکل 

 .111رینولدز 

 

 
برای رینولدز  ا انبساط تدریجیخطوط جریان در مسئله مجرا ب 11شکل 

111. 

 

x/x
out

W
a

ll
V

o
rt

ic
it

y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Demirovic and Gosman

Grandotto

Goussebaile et al.

Magi and Napolitano

Schonauer

Cliffe et al.

Present Solution (CCSLBM)

(FD-NS)

(FE-NS)

(FE-NS)

(FD-NS)

(FD-NS)

(FV-NS)

 
و مقایسه با  111مجرا برای رینولدز  یدر طول دیواره تاواییتوزیع   11شکل 
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