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 چکیده
محاسبه  و برایداده شده مکانی چبیشف توسعه تزمن طیفی همروش شبکه بول ،در تحقیق حاضر

بنای فشار مشده برگرفته شود. معادله شبکه بولتزمن درنظربعدی ارزیابی میپایین دوهای سرعتجریان

اغلب  های میکروسکوپیک استفاده شده است. برخلافسازی سرعتبرای گسسته D2Q9بوده و از شبکه 

سازی نداشته و فیلترو یا عددی استفاده از میرایی مکانی چبیشف نیاز به هم های عددی، روش طیفیروش

مشتقات مکانی در شود. برای این منظور، میدقیق فراهم بسیار های همگرایی نمایی، حلداشتن به دلیل 

گیری سازی شده است. انتگرالمکانی چبیشف گسستهلتزمن با استفاده از روش طیفی هممعادله شبکه بو

حلگری  تا پذیردمرتبه چهار انجام می یکوتا-مانی در معادله بولتزمن با استفاده از روش صریح رانگز

 کوئت و جریان یدقیق در مسائل ناپایا فراهم شود. برای نشان دادن صحت و دقت حل حاضر، جریان ناپایا

-که بولتزمن طیفی همروش شبدهد نشان میآمده دستهپشت حل شده است. نتایج بپله روبهدائم روی 

 استفاده شود.بعدی پایین دوهای سرعتدر جریانبسیار دقیق  تواند به عنوان حلگریمکانی چبیشف می

 پایینهای سرعتمکانی چبیشف، جریانمعادله شبکه بولتزمن، روش طیفی همکلمات: 

 

 مقدمه -1

سازی های فیزیکی و شبیه( با موفقیت برای مطالعه پدیدهLBMدر دو دهه اخیر روش شبکه بولتزمن )

استوکس مرسوم -گرهای ناویرمسائل دینامیک جریان به عنوان تکنیک محاسباتی جایگزین قدرتمند برای حل

تواند به باشد که می( هذلولی میLBEنظر محاسباتی، معادله شبکه بولتزمن )از نقطه. شده است توسعه داده

نویسی و سهولت امپیوترهای موازی اعمال گردد. سادگی برنامهصورت محلی حل گردد، و به طور کارآمد روی ک

باشد. می LBMمزایای دیگر از فیزیکی  هایپدیدهسازی های میکروسکوپیک برای مدللحاظ کردن ارتباط

LBM های فشار بزرگ به دلیل تغییرات شدید چگالی سیال استاندارد برای حل دقیق مسائل کاربردی با گرادیان

هایی زیادی که برای حذف یا کاهش شود. تلاشباشد که به عنوان خطای تراکم پذیری شناخته میمناسب نمی
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ها را به توان آنشده است که می ناپذیر انجامهای تراکمسازی جریانبرای شبیه LBMپذیری در  خطای تراکم

معادله حالت بین فشار و چگالی رابطه  ،در این روشکه های برمبنای چگالی کند: روشدو دسته مجزا تقسیم می

باشند. روش ها دارای مزایا و معایبی می[. هر دوی این روش4،3های برمبنای فشار ][ و روش1،2] کندتغییر می

های برمبنای فشار به صورت باشد و روشهای چندفازی یا چندجزیی مناسب میبرمبنای چگالی برای جریان

دست هانسکوگ ب-ناپذیر از طریق بسط چپمناستوکس تراکم-معادله ناویر کند ومستقیم متغیر فشار را حل می

  آید.می

باشد که استاندارد )برخورد و انتشار( با وجود مزایای بسیاری که دارد، دارای معایبی نیز می LBMروش 

 لا اشاره کرد.های یکنواخت، دقت مرتبه دو و ناپایداری در رینولدزهای باتوان به محدود بودن آن به شبکهمی

باشد. در همین راستا در دهه اخیر می LBEاستاندارد، حل مستقیم  LBMهای غلبه بر معایب یکی از راه

 انجام  LBE( برای حل CFDهای عددی مرسوم در دینامیک سیالات محاسباتی )هایی برای استفاده روشتلاش

، و اخیراً [7] (FE، المان محدود )[6] (FV، حجم محدود )[5] (FDتفاضل محدود )های روششده است. 

 LBMهای هستند که برای بهبود دقت و کارایی روش[ 8]( SEDGطیفی )-گالرکین ناپیوسته المان

 اند.شدهاستفاده

سازی ( برای شبیهCCSLBMمکانی چبیشف )ق حاضر روش شبکه بولتزمن طیفی همدر تحقی

سازی مکانی چبیشف برای گسستهاست. روش طیفی همشده  عه دادهپایین توسبعدی سرعتهای دوجریان

گیری زمانی استفاده شده است.  مسائل کوتا مرتبه چهار صریح برای انتگرال-مشتقات مکانی و روش رانگ

جریان و ناپایا ت که شامل جریان کوئ بررسی شدهحل حاضر پایا و ناپایا برای ارزیابی دقت و کارایی روش جریان 

 ها با دیگر نتایج عددی و تحلیلی مقایسه شده است.د و نتایج آننباشپشت میهپله روبپایا روی 

 معادلات حاکم -2

به صورت زیر بیان  BGKبا یک زمان آرامش و با تخمین  fمعادله بولتزمن حاکم بر تابع توزیع ذره

 [:9شود ]می
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    


 

باشد. یک مدل شبکه مربعی تابع توزیع تعادلی می eqfسرعت ذره و   eزمان آرامش برخورد بدون بعد،  که 

 Error! Reference source notسازی معادله ( برای گسستهD2Q9دوبعدی با نه جهت سرعت )

found. یک میدان حل برای معادله  1شود. شکل در پیکربندی شبکه )لتیس( استفاده میLB  با تابع توزیع

f   در جهت سرعت میکروسکوپیکe سازی فوق، معادله شبکه بولتزمن به صورت دهد. با گسستهرا نشان می

 آید:دست میهزیر ب
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های ، سرعتD2Q9دهد. در مدل بولتزمن گسسته جهت سرعت ذره را نشان می که زیرنویس 

 میکروسکوپیک به صورت زیر است:

(4)  
 0,0                                                                                          0

1 1
cos ,sin                                         1,2,3,4

2 2

5 1
cos ,sin

2 4

ce



 
  


 

    
    

    

 
 
 



 
 




5 1
2               5,6,7,8

2 4
c


  









  
     


 

 

c/که x t     ترین همسایه هستند و ها بین گره لتیس و نزدیکانتشار ذرهسرعتx  وt  واحد طول لتیس

،  fTهای سیال که توسط پارامتر سیالباشد. سرعت انتشار مربوط به سرعت حرارتی ذرهو اندازه گام زمانی می

بولتزمن ثابت 
B

k هایو جرم ذرهm  آید:دست میبهرابطه زیر شود با تعریف می 

(3)  B f
m

k T
c


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1برابر  مقدار  D2Q9با مقدار ثابت است. برای مدل  LBای از مدل مشخصه در اینجا،  / 3   قرار داده

 شود.می

 
 های میکروسکوپیکو سرعت D2Q9شبکه : 1شکل 

ناپذیر را از طریق استوکس تراکم-ناویرت شود که معادلاای انتخاب میبه گونه eqfتابع توزیع تعادلی 

پذیر معادله شبکه بولتزمن برمبنای فشار، تابع توزیع انسکوگ ارضا کند. در فرم تراکم-فرآیند بسط چپمن

 شود:زیر داده می تعادلی به صورت
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uکه  (u,v)  بردار سرعت و ضریب وزنیw   برای مدلD2Q9  شود:میبه صورت زیر تعریف 
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 آید:دست میههای زیر باز معادله  uو سرعت ماکروسکوپیک  pفشار سیال ماکروسکوپیک
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2که 

0 s 0p c ρ 0وρ  ناپذیر توانند از فرم تراکممیناپذیر تراکماستوکس -ناویرت چگالی ثابت سیال است. معادلا

 [:11انسکوک استخراج گردد ]-از طریق فرآیند بسط چپمن LBمدل 
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0Pکه  /p   فشار نرمالایزشده و  باشد. زمان آرامش سینماتیکی سیال میلزجت مقدار فیزیکی  برای

 شود:تفاضل محدود از رابطه زیر تعریف می LBمدل 
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sکه  cc   سرعت صوت مدلLB باشد.می 

 سازیفرآیند گسسته -3

-مکانی چبیشف[، نقاط هم-1,1یاب در بازه ]مکانی طیفی متداول، نقاط دروندر روش چبیشف هم

لوباتو -گوئس /
j

j Ncos    0برای, , Nj   که ماکزیمم مرتبهn  های چبیشف ایچندجمله

   arccosnT cos n  های تابع حال به منظور انجام مشتق شود.هستند تعریف می u  در نقاط هم-

 [:11توان از رابطه زیر استفاده نمود ]می jمکانی 
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kjD گیر مرتبههای ماتریس مشتق، درایهr  تواند گیر مرتبه اول و دوم میهای ماتریس مشتقهستند. درایه

  [:12دست آید ]ههای زیر بتوسط رابطه
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 که در این رابطه:
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گیر توسط اشنایدر و ورنر پیشنهاد شده و استفاده از آن سبب جلوگیری از رشد خطای گرد این ماتریس مشتق

 اده شده است.شود که در آن از شبکه ریزی استفکردن در مسائلی می

ی های عمودی به طور کلی در بازهایچندجمله ،مکانی چبیشفدر روش طیفی هم ξ 1, 1   تعریف

آید و همچنین تجمع نقاط در نزدیکی نقاط دست میگیر نیز براساس همین نقاط بهشوند و ماتریس مشتقمی

ξ 1N    0وξ 1 ی دلخواه محاسبات در بازه باشد. گاهی در دامنه فیزیکی نیاز استبیشتر می x a, b 

به یک نگاشت بین دامنه محاسباتی که درنتیجه،  انجام شود ξ 1,1   و دامنه فیزیکی x a, b  نیاز

 توان از نگاشت جبری زیر استفاده کرد:می ،ین منظورباشد. برای امی
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 باشد:گیر مرتبه اول و دوم نیز روابط زیر حاکم میهای مشتقحال برای ماتریس
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گیر را در لازم است که سطرهای ماتریس مشتق تنها xسازی در جهتبعدی برای گسستهدر حالت دو

های نیز بایستی ستون  yسازی در جهتضرب کرده و برای گسسته  uهایستون 
T

y
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 شود:( به صورت زیر بازنویسی می2گیری زمانی از معادله شبکه بولتزمن، معادله )حال برای انتگرال
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توان به کند. این روش را میای پیشروی میچهارمرحله یکوتا-از روش رانگبا استفاده   tسپس حل در زمان

 :صورت زیر بیان نمود
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kζکه پارامتر  (k 1,2,3 and 4) 1متناظراً دارای مقادیر / 4 ، 1 / 3 ،1 / گیری باشند. روش انتگرالمی 1و  2

 باشد.های ناپایا مناسب میمرتبه چهار برای محاسبه دقیق جریان یکوتا-رانگ

 شرایط مرزی -4

مکانی چبیشف نیازمند شرایط مرزی مناسب برای متغیرهای روش شبکه بولتزمن طیفی هم

f، تابع توزیع LBباشد. در معادله کوپیک میماکروسکوپیک و میکروس   به صورت مستقیم در مرزها داده

ها برمبنای متغیرهای ماکروسکوپیک روی هر مرز استفاده شود. شود و باید رفتار خاصی برای مقادیر آننمی

روزرسانی مقادیر یابی شود. بعد از بهونشده دربرای این کار بایستی ابتدا مقادیر ماکروسکوپی از میدان حل

شود. حال برای محاسبه تابع روز می( به5با استفاده از رابطه ) eqfماکروسکوپیک در مرزها، تابع توزیع تعادلی 

fتوزیع   ا را به وسیله الگوریتمی مشابه که برای شده در مرزه( اعمال2توان معادله )در گام زمانی جدید، می

 اعمال و حل عددی نمود.شود را کارگیری میهنقاط داخلی ب

های سرعت ماکروسکوپیک معلوم و صفر هستند و بنابراین ها با شرط عدم لغزش، مقادیر مؤلفهروی دیواره

توان مشاهده نمود که رابطه زیر استوکس روی دیواره می-سازی معادلات ناویربا ساده .باشدتنها مجهول فشار می

 باشد:حاکم می
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-طیفی همبا اعمال روش  ،نابراینباشد. بسرعت عمود نسبت به مرز می nuراستای عمود بر سطح و  nyکه 

 دست آورد.هتوان مقدار فشار روی دیواره را از نقاط درون میدان حل بمکانی چبیشف می

های سرعت ماکروسکوپیک معلوم هستند و بنابراین تنها مجهول برای شرط مرزی ورودی، مقادیر مؤلفه

از رابطه زیر استفاده ، (تپشبهدر جریان پله رو)مثلا ارضای معادلات حاکم روی مرز ورودی برای باشد. فشار می

 شود: می
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 باشد. میمرز مورد نظر جهت مماسی بر   tکه
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شود و در اینجا برای اعمال شرط مرزی خروجی نیز از شرط زیر با فشار خروجی ثابت در مرز استفاده می

 آیند:می دستهها نیز توسط روابط زیر بسرعت
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 و بحث نتایج -5

شده  بررسیحل حاضر بین دو صفحه برای نشان دادن دقت و کارایی ناپایا ناپذیر جریان کوئت تراکم

0uت )با سرعت ثاب xی بالایی در راستایاست. جریان از طریق حرکت صفحه u const,  v 0   رانده )

 [:14]آید دست میبهای از رابطه زیر شود. حل دقیق پروفیل سرعت نرمالایزشده برای جریان کوئت صفحهمی

(26)     
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tکه در  0  شرایط اولیه و درt  2ا به عبارت دیگر در ی
νt / H   حل پایا خواهد بود. محاسبات برای

0Reهای محاسباتی مختلف و در رینولدزهای شبکه u H / 10   نسبت حاضر برای مشخص کردن دقت حل

Hها برابر شده است. عرض بین صفحه به حل تحلیلی انجام 1  پروفیل سرعت  ،2انتخاب شده است. شکل

 13)نرمالایزشده را برای شبکه 13)  0( وu 0.01 بعد مختلف نشان داده است. مشاهده های بیدر زمان

2شود که نتایج با حل دقیق مطابق دارند. این نتایج برای می
0.01,  0.04,  0.1,  0.2,  0.5νt/H  شده  داده نمایش

 است. 

 شود:نرم خطا به صورت زیر معرفی می ،طیفیدقت برای بررسی 

(27)  
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شود با کاهش سرعت روی دقت حل بررسی شده است. همانطور که مشاهده می اثر سرعت مشخصه ،4در شکل 

،  0uش مقدار سرعت مشخصه آید. در حقیقت، با کاهدست میهدقت حل بهبود و همگرایی طیفی ب ،مشخصه

 شوند.تر مییافته و نتایج به سمت حل دقیق نزدیک پذیری در میدان جریان کاهشاثرات تراکم
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 گوباتو-قاط گوئسدر ن Re=10ا ببرای جریان کوئت  uمقایسه پروفیل سرعت : 2شکل 
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 کوئتاثر سرعت مشخصه روی دقت طیفی در جریان : 3شکل 

پشت نیز نمونه آزمایش مناسبی برای بررسی دقت و عملکرد یک روش عددی جریان پیرامون پله روبه

است. اگرچه این هندسه ساده به نظر  شده داده( نشان 3شده است. هندسه این مسئله در شکل )توسعه داده

((. برای مسئله 5اشد )شکل )بای از جریان شامل نواحی جدایش جریان میهای پیچیدهرسد، شامل ویژگیمی

ای در دیواره دهند ناحیه جریان جدایش ثانویهپشت، نتایج تجربی و عددی وجود دارد که نشان میپله روبه

Re برای بالایی 400 پشت برای رینولدزهایشود. نتایج حل حاضر برای جریان پله روبهایجاد می 

100 Re 500  دست آمده و با نتایج قابل دسترس مقایسه شده است.به 

( تعریف 28ای سهموی به شکل معادله )برای این مسئله و در مرز ورودی، سرعت به صورت رابطه

 شود:می

(28)    2

06 ( )( ) / ( )u y u H y y h H h    

خروجی با  شود. در مرز خروجی، شرط مرزیهای سرعت روی دیواره اعمال میو شرط عدم لغزش برای مؤلفه

)در  0uعدد رینولدز برمبنای سرعت ورودی . آیددست میهای سرعت و مقدار ثابت برای فشار بهیابی مؤلفهبرون

0 اینجا 0.1u 2، ارتفاع کانالH h  و لزجت سینماتیکی  شود. در اینجا ارتفاع پله تعریف می
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h / 2 0.5H   ها به نحوی شده است. این طولبرابر ارتفاع پله درنظر گرفته  51و طول کانال  شده دادهقرار

 را در شرط خروجی ارضا نمایند. گی یافتتا شرط کاملاً توسعه اندشده انتخاب

 
 رامترهای مهم جریانت و تعریف پاپش: هندسه مسئله پله روبه4شکل 

 
 

 

 

 
 (Re=200، Re=300 ،Re=400 ،Re=500  ،)از بالا به پایین پشتپله روبهروی : خطوط جریان حالت پایا برای جریان 5شکل 
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  )ب(

 ,Re=200, 300, 400 ازایپشت بهبهپله روروی دیواره بالایی برای جریان  : مقایسه چرخش روی الف( دیواره پایینی ب(6شکل 

500 

، 211پشت را به وسیله خطوط جریان برای رینولدز بهشده برای پله رو(، میدان جریان محاسبه5شکل )

تر و گردابه شود با افزایش عدد رینولدز گردابه پشت پله بزرگدهد. مشاهده مینشان می 511و  311، 411

های تجربی گیریشود که با اندازهتشکیل می 311ر رینولدز حدود شود. ناحیه جدایش ثانویه دثانویه ایجاد می

( 6خوانی دارد. همچنین مقدار چرخش روی دیوارهای بالایی و پایینی در رینولدزهای مختلف در شکل )نیز هم

شود این نتایج با یکدیگر [ مقایسه شده است. همانطور که مشاهده می13و با نتایج مرجع ] شده دادهنشان 

های مربوط به نواحی جدایش اولیه و ثانویه جریان با نتایج ( نیز مقایسه طول7ابقت خوبی دارند. در شکل )مط

دهد با افزایش عدد خوانی خوبی برخوردارند. نتایج نشان میآمده است که از هم ]13[و عددی  ]15[تجربی 

 یابد.رینولدز جریان، نواحی جدایش جریان گسترش می
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 پشت در اعداد رینولدز مختلفبهپله روروی ه اندازه طول نواحی جدایش اولیه و ثانویه برای جریان : مقایس7شکل 

 گیرینتیجه -6

های و برای حل جریانداده شده مکانی چبیشف توسعه روش شبکه بولتزمن طیفی هم ،ق حاضردر تحقی

تر بایستی هایی دقیقو برای حلشده  حاصلگرایی طیفی همدهد ه است. نتایج نشان میزیابی شدپایا ارو  ناپایا

پذیری کاهش یابد. عدم نیاز به هر نوع فیلترینگ و یا تری استفاده شود تا خطای تراکماز سرعت مشخصه پایین

سازی تا باشد که امکان شبیههای کار حاضر میحل از دیگر ویژگیالگوریتم برای پایداری میرایی عددی 

مکانی روش شبکه بولتزمن طیفی همآمده حاکی از آن است که دستهسازد. نتایج برینولدزهای بالا را فراهم می

تواند جایگزین مناسبی برای و دقیق بوده و می آپایین بسیار کارهای سرعتبرای تحلیل و بررسی جریانچبیشف 

 باشد. طیفیروشهای  به خصوصبالا ناپذیر مرتبهاستوکس تراکم-گرهای ناویرحل
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Abstract 
In this study, a Chebyshev collocation spectral lattice Boltzmann method (CCSLBM) is developed and assessed for 

the computation of 2D low speed flows. The lattice Boltzmann (LB) equation based on the pressure distribution 

function is considered and the D2Q9 discrete Boltzmann model is used. Unlike other numerical methods, the 

Chebyshev collocation spectral method does not need any numerical dissipation or filtering for the solution to be 

stable and due to the exponential decay of the error it leads to highly accurate solutions. Herein, the space 

discretization in the LB equation is performed by the Chebyshev collocation spectral method. To provide accurate 

unsteady solutions, the time integration of the temporal term in the LB equation is made by the fourth-order Runge-

Kutta scheme. Two 2D test cases are simulated herein that are the steady flow over a backward facing step and the 

unsteady Couette flow. Indications are that the CCSLBM developed and applied herein can be used as a highly 2D 

low speed flow solver. 
Key Words: Lattice Boltzmann equation, Chebyshev collocation spectral method, Low speed flows. 
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